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RESUMO

A obtencéo de solugBes analiticas de sistemas dindmicos com distribuigdo continua da massa
apresenta uma elevada complexidade. Os problemas préaticos envolvem, normalmente, um processo
de discretizagdo com maior ou menor nimero de graus de liberdade. Nestes problemas discretos, a
massa do sistema dinamico é concentrada num namero finito de nés. Contudo, este processo de
discretizacdo origina solugdes que correspondem somente a uma aproximagdo da solugéo exata,
pois a massa esta distribuida de uma forma continua. O nimero minimo de graus de liberdade a
considerar na resolucdo deste tipo de problemas depende muito da sua natureza, e do método
adotado para a andlise da estrutura. O método dos elementos de fibras de contacto (MEFC) é um
novo método de analise de estruturas, que pode ser usado na analise dindmica de sistemas
din@micos continuos, pois recorre a micromodelos das estruturas. Para melhor entendermos a
capacidade deste novo método nos resultados da andlise dindmica de uma estrutura, foi realizada
uma comparacéo entre os valores obtidos via experimental e os obtidos pelo MEFC. Os resultados
obtidos parecem indicar que este novo método pode conduzir a valores muito proximos dos obtidos
por via experimental.

ABSTRACT

The determination of analytical solutions of continuous dynamic systems presents a great
complexity. Practical problems usually involve a discretization process with higher or lower
number of degrees of freedom. In this discrete problems mass is concentrated in a different number
of nodes. However, the discretization process implies solutions which are only an approximation of
the exact ones, because mass is continuously distributed. The minimum number of degrees of
freedom used in discrete problems is dependent on the nature of the problem and on the adopted
structural analysis method. The fibre contact element method (CFEM) is a new structural analysis
method which can be used for the analysis of continuous dynamic systems, because it uses micro-
models. To better understand the capacity of the method in terms of the obtained results, a
comparison between experimental and CFEM results was carried out. Obtained results seem to
indicate that experimental and numerical results of this new method are very close.

1. INTRODUCAO matico para resolugéo deste tipo de problemas
consiste na resolugdo de equagdes diferenciais
cujas condicOes de fronteira sdo muito dificeis
de estabelecer para os problemas de caracter
pratico. Mesmo as formulacdes mais simples,

A andlise dindmica de sistemas continuos e
altamente heterogéneos € um problema de
elevada complexidade. O procedimento mate-
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que se baseiam nas hiplteses de Euler-
Bernoulli, s6 permitem resolver problemas
muito simples. Assim, é usual o recurso a
processos de discretizacdo dos sistemas
continuos, cujas solucdes sdo depois obtidas
com recurso a métodos nUMéricos.

Existem muitas técnicas computacionais
para resolucdo de problemas discretos com
muitos graus de liberdade. Contudo, a preciséo
e o0 esforco computacional sdo muito
dependentes do nimero de graus de liberdade
considerados na analise.

Com o objetivo de tentar resolver o
problema da resposta dindmica de
estruturas de betdo armado com alvenarias
de enchimento, foi proposto um novo
método de analise de estruturas (Estévéo
2012), designado por método dos elementos
de fibras de contacto (MEFC).

Tendo em vista a verificacdo da precisdo
deste novo método de andlise de estruturas,
neste trabalho é apresentado um estudo
comparativo entre os resultados atraves da
aplicacdo do MEFC, e os valores obtidos
por via experimental.

2. METODO DOS ELEMENTOS DE
FiBRAS DE CONTACTO

No MEFC, as estruturas sdo discretizadas
em malhas de blocos retangulares. Estes
blocos séo divididos em pequenas fibras que
se ligam a outras dos blocos vizinhos (Fig. 1),
através de um ponto de contacto. Cada con-
tacto entre blocos € composto por um conjunto
de fibras, que resultam da subdivisdo da
dimensdo do elemento de contacto. Os blocos
ndo necessitam de apresentar dimensoes
idénticas, dado que o “elemento finito”
corresponde ao contacto entre blocos, sendo 0s
graus de liberdade do problema, as translacdes
horizontal e vertical do centro do bloco, e a
respetiva rotacdo. As fibras de contacto séo
consideradas inflexiveis, somente apresentado
deformagBes normais e transversais, e sao ar-
ticuladas entre si no ponto de contacto. Estes
pontos de contacto apresentam dois graus de
liberdade por cada fibra: as translages hori-
zontal e vertical do ponto. A rigidez de cada
bloco é concentrada no elemento de contacto.
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Fig. 1 — Tipo de discretizacdo adotada no MEFC.

Comparativamente com o0 conhecido
Método dos Elementos Finitos (MEF), com
elementos retangulares de quatro nés e trés
graus de liberdade por nd, o método aqui
desenvolvido apresenta um ndmero muito
inferior de graus de liberdade, o que origina
matrizes de rigidez global muito mais
pequenas e com menores dimensdes das
semibandas. Esse facto aumenta a eficacia
computacional do metodo proposto. Além
disso, o método desenvolvido garante o
equilibrio de forcas entre faces dos blocos,
0 que ndo se verifica na tradicional
formulagdo do MEF com elementos
quadrangulares conformes, em que pode ser
garantida a compatibilidade de
deslocamentos (com elementos finitos
conformes), mas apresentando tensdes
desiguais nas faces de dois elementos
finitos contiguos.

A rigidez das molas do contacto (ky e ky)
correspondem & rigidez normal e
transversal das fibras, e sdo iguais a
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kN: i (1)

i "My S
kv: E (2)

Para facilitar a determinagdo da matriz
de rigidez elementar, esta foi determinada,
primeiramente, em relacdo ao sistema de
coordenadas locais assinalado na Fig. 1,
com oito graus de liberdade (g; a gg). De
modo a tornar os graus de liberdade g7 e Qs
dependentes dos restantes, € proposta a
realizacdo da condensacdo estatica da
matriz de rigidez, adotando a seguinte
particdo da matriz de rigidez [kq]:

k. ]- { Koo | [ﬁ(qABcﬂ 3)

[kqCAB ] qcc

sendo que a submatriz [kqag] esta associada
aos deslocamentos g; a gs, € a submatriz
[kqcc] esta associada aos deslocamentos do
ponto de contacto, g7 e gs (Fig. 1).

Podemos determinar uma nova matriz de
rigidez, tornando o0s deslocamentos do
ponto de contacto dependentes dos
deslocamentos dos blocos

[0 (S SV ) ol [

. ]- {[k“’*] [k“q @

lkan] [kes ]

A matriz de rigidez associada as
coordenadas globais (d; to ds), podera ser
obtida a partir de

ik, ] Hkm] [kmq )

Kaon ] [Keaes ]

N UNIR WAL ©)
kane J= [T ] -l ] [T ] Y
kaen ]= [T I [ken]- [T ®)
koo ]= T I - [T ] )

em que [Ta] e [Tg] sdo matrizes de
transformacéo de coordenadas, dadas por

cosa, seno, O
T.]=|-sena, cosa, O (10)

0 0 1]

[ cosa, sena, O]
T.]=|-sena, cosa, O (11)

0 0o 1]

A matriz de rigidez de cada elemento de
contacto entre blocos adjacentes resulta da
soma da contribuicdo de todas as fibras de
contacto (Np)

N

[ke] = Zm [kd ](i) (12)

i=1

A matriz de massa de cada bloco sera
igual a

[me]:p'b'Lx'Ly'[mu] (13)
10 0
[m,]=]0 1 0 (14)

00 %(Li +2)

em que p é a massa especifica do material,
L« e Ly séo, respetivamente, as dimensdes
horizontal e vertical do bloco, sendo b a
correspondente espessura.

As matrizes globais de rigidez e de
massa resultam da assemblagem de todas as
matrizes elementares.

Este novo método de anélise (MEFC) foi
implementado no programa informatico
FIBERBLOC2D (Estévdo 2012), cujas
solucdes foram comparadas com resultados
experimentais.

3. ANALISE EXPERIMENTAL

3.1. Ensaios realizados

Uma viga de betdo armado simplesmente
apoiada com seccdo transversal retangular
(010 m por 012 m) e 230 m de
comprimento foi ensaiada nos laboratorios
do Departamento de Engenharia Civil
(DEC-ISE) da Universidade do Algarve
(UAIg), com as caracteristicas apresentadas
na Fig. 2.
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Fig. 2 — Caracteristicas da viga de betdo armado

ensaiada.
Com o objetivo de avaliar as
caracteristicas  elasticas do  material

constituinte da viga, foram efetuados dois
ensaios distintos. Um dos ensaios, para
avaliacdo do mddulo de elasticidade
tangente, foi realizado num provete
cilindrico de betdo com 15 cm de didmetro
e 30 cm de altura, utilizando-se para o
efeito um sistema em malha fechada
constituido por anéis fixos ao provete. O
procedimento do ensaio adotado, constou
no registo dos deslocamentos verificados no
provete devidos a aplicacdo continua de
uma forca de compressao.

O outro ensaio foi realizado na viga e
consistiu no registo dos deslocamentos
verticais da seccdo de meio vdo da viga,
devidos a aplicacdo, na mesma seccdo, de
uma forca continua vertical.

Em ambos o0s ensaios, o atuador foi
montado numa estrutura de reacdo
constituida por perfis metélicos, com
rigidez adequada para os niveis de carga
aplicados no decurso dos ensaios, tendo
sido a carga avaliada por um transdutor de
forca, disposto entre o atuador e o elemento
ensaiado, e os deslocamentos registados,
para cada incremento de carga, por meio de
um transdutor linear de deslocamento e um
sistema digital de aquisicdo de dados.

Com o objetivo de identificar as
frequéncias naturais de vibracdo da viga, na
gama de 10 Hz a 300 Hz, foram registadas
as respostas do elemento a uma excitacdo
provocada pelo impacto de um martelo,
segundo a direcdo vertical. No total foram
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realizados 9 ensaios, variando entre eles os
pontos de aplicacdo da forca e das
respostas. Em cada ensaio, as vibracOes
verticais foram medidas simultaneamente
em duas secgdes, com recurso a
acelerometros uniaxiais colocados na parte
superior da viga e registadas por um
sistema de aquisicdo e analise de dados em
frequéncia com 2 canais.

Dos ensaios de vibracdo foram
recolhidas séries temporais, correspondendo
cada uma delas & média de 64 amostras
independentes de 2048 pontos de
amostragem e um periodo de amostragem
de 2 s, cada. Foi considerada uma
frequéncia de amostragem de 1024 Hz, o
que, de acordo com os trabalhos de
(Shannon 1949a; Shannon 1949b), equivale
a uma frequéncia de Nyquist de 512 Hz e
um afastamento entre frequéncias de 0.5
Hz. Foi aplicado um filtro passa baixo com
uma frequéncia de corte de 400 Hz, com o
objetivo de eliminar os erros devido aos
sinais estarem discretizados e uma janela de
dados do tipo Hanning, para atenuar o0s
erros associados ao caréter finito das series
temporais.

Para a obtencdo destes registos foi
necessario recorrer a algumas nogdes de
processamento digital e analise espetral,
tendo sido consideradas como referéncia 0s
trabalhos (Bendat e Piersol 1993; Bendat e
Piersol 2010; Carvalhal et al. 1989; Mendes
e Oliveira 2008).

A partir dos registos temporais foram
estimadas as fungdes de densidade espetral
de poténcia da resposta em aceleracdo, por
recurso as transformadas de Fourier.

3.2. Resultados experimentais

Os ensaios realizados no provete
cilindrico, permitiram avaliar a densidade
média do betdo constituinte da viga em
2357 kg/m® e o médulo de elasticidade
tangente médio em E = 9507 MPa. Do
ensaio realizado na viga para avaliar as suas
caracteristicas el&sticas, registou-se um
deslocamento maximo de Jmax = 1.865 mm
na sec¢do de meio vao, para a aplicacdo de
uma forga de 1 kN na mesma secc¢éo.
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Nos ensaios de vibracdo realizados, a
acao aplicada pelo martelo nao foi medida,
sabendo-se  apenas que tem  as
caracteristicas espetrais de um ruido branco,
pelo que foi necessario recorrer a um
método de identificagdo modal estocastica
baseado apenas nas respostas da estrutura,
para obter as frequéncias proprias de
vibragdo da viga. Para este efeito foi
utilizado o método basico no dominio da
frequéncia (BFD - Basic Frequency
Domain), que se baseia no facto das
funcdes de resposta em frequéncia tomarem
valores extremos préximos das frequéncias
naturais de vibracdo (Bendat e Piersol
1993; Bendat e Piersol 2010). Desta forma,
as frequéncias sdo determinadas por
observacao dos picos do grafico do espetro
de poténcia médio normalizado (ANPSD -
Averaged Normalized power spectral
density) (Felber 1993).

Na Fig. 3 apresenta-se o ANPSD, na
gama de frequéncias de 10 Hz a 300 Hz,
resultado das respostas registadas nos 9
ensaios de vibragéo realizados.

Dos picos de amplitude apresentados no
ANPSD, os que equivalem a modos de
vibracdo da viga s@o 0s que estdo proximos
das frequéncias de 20.5 Hz, 77 Hz, 168 Hz
e 289 Hz, correspondendo estas aos 4
primeiros modos de vibracéo da viga.

1L,E01

B B
M 3 50 70 40 10 130 150 170 180 210 230 250 270 240

Freguendas(He)

Fig. 3 — Funcdo de densidade espetral de poténcia
normalizada (ANPSD).

4. RESULTADOS DO MEFC

Para verificacdo do nivel de precisdo do
Método dos Elementos de Fibras de
Contacto em reproduzir a resposta estatica e

dindmica da viga previamente ensaiada, foi
adotado o modelo apresentado na Fig. 4,
com as dimensdes da viga indicadas
anteriormente, e usando um valor para o
modulo de elasticidade igual ao obtido
experimentalmente (E = 9507 MPa). O
valor usado para a massa também foi o
valor determinado em laboratdrio, referido
anteriormente. A Unica calibracdo do
modelo realizada neste trabalho, esteve
associada com a colocacdo de molas
horizontais nos apoios, de forma a tentar
reproduzir o efeito do atrito existente entre
a viga e o apoio.

O modelo inclui dois blocos metalicos
nos apoios e 648 blocos (6x108) na viga de
bet&o (1950 graus de liberdade no total, trés
por cada bloco). Cada bloco foi dividido em
50 fibras na zona dos elementos de
contacto. Isto significa que, para cada bloco
em contacto com um outro vizinho, foram
usados 106 graus de liberdade (3 em cada
centro do bloco e 100 nos pontos de
contacto) para criar a matriz [ky] de cada
elemento de contacto (que resulta da soma
das 50 matrizes [ky] de cada fibra de
contacto), mas sO 6 destes graus de
liberdade foram associados a matriz de
rigidez global, o que constitui um grande
ganho computacional. Os resultados foram
obtidos com o programa informatico
FIBERBLOC2D.

Como foi anteriormente referido, para
melhor capturar a condi¢des de apoio, foi
incluido no modelo uma mola horizontal de
baixa flexibilidade em cada apoio, para
reproduzir o atrito entre a viga de betdo e as
chapas metalicas. A rigidez desta mola (383
kN/m) foi adotada de modo a que a solugéo
obtida com o programa FIBERBLOC2D
fosse igual ao valor do deslocamento
vertical obtido experimentalmente no
ensaio estatico. O modo de vibracdo de
corpo rigido que dai advém ndo foi
considerado nos resultados. Foi adotado um
coeficiente de Poisson igual a 0.2.

2 "z
Fig. 4 — Modelo adotado para verificagdo da

precisdo do MEFC.
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A comparagdo entre 0s resultados
obtidos por via experimental, por via
analitica (solucdo sem contabilizar a
deformacdo por corte) e por via numérica,
através do MEFC implementado no pro-
grama FIBERBLOC2D estdo apresentados
na Tabela 1.

Tabela 1 — Resultados obtidos para o problema

estatico.
] Snax (Mm) para uma forga
Método de 1 kN
Ensaios 1.865

Solucéo analitica 1.852 (-0.7%)
MEFC 1.865 (0%)

Os resultados obtidos com o MEFC para 0s
primeiros 4 modos de vibragdo estdo
apresentados na Fig. 5.

Fig. 5 — Configuracdes obtidas com o MEFC para 0s
primeiros 4 modos de vibrag&o.

Para comparacdo de resultados, também
foi determinada a solugdo analitica de um
problema dindmico correspondente a uma
viga  simplesmente apoiada  com
distribuicdo continua da massa, sendo que

.2 E-Il
AL =S 15
' 2 m-L* (15)

i - X
d)i(x):sen( - j (16)

em que fi (Hz) é a frequéncia natural de
vibragdo do modo i, e ¢ é a fungdo da
correspondente configuracdo deformada. Os
resultados comparativos estdo apresentados
no Tabela 2.
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Tabela 2 — Resultados obtidos para o problema

dinamico.
A fl f2 f3 f4
Método 1 (Hy)  (H)  (H)
Ensaios 20.5 77 168 289

Solugdo  20.66  83.63 18592 330.53
analitica +0.8% +7.3% +10.7% +14.4%

2059 79.86 17236 291.03

MEFC  04% +37% +26%  +0.7%

5. DISCUSSAO E CONCLUSOES

Tendo em atencdo as caracteristicas da
interface gréfica do programa
FIBERBLOCD, parece ser muito facil criar
0s modelos estruturais de modo a
reproduzir as condicdes que mais se
aproximam a realidade.

A implementacdo do Método dos
Elementos de Fibras de Contacto parece
permitir tempos de resolucéo
computacional relativamente baixos
(inferiores a 1 segundo para o modelo
adotado), tendo em conta a elevada
discretizagcdo da estrutura (entre apoios a
dimensdo méaxima das fibras dos blocos de
betdo foi de 0.46 mm).

Os resultados obtidos para a analise
estatica parecem demonstrar que o MEFC
consegue reproduzir a resposta estatica da
estrutura ensaiada, desde que as condicdes
de apoio sejam devidamente reproduzidas.

Em relagdo ao problema dindmico, os
resultados obtidos com o MEFC
demonstram a capacidade do método em
capturar os diversos modos de vibragédo
identificados experimentalmente, e cujas
configuracdes se enquadram nos resultados
obtidos por via analitica, mas com melhor
nivel de aproximacdo aos valores
experimentais. Isto podera dever-se ao facto
do modelo adotado para aplicacdo do
MEFC, conseguir reproduzir melhor as
condicbes de apoio da viga ensaiada
experimentalmente. O nivel de erro obtido
com o0 programa FIBERBLOC2D foi
relativamente baixo, quando comparados 0s
resultados com os valores experimentais
(entre +0.4% e 3.7%)).

Atendendo a comparacgédo dos resultados
obtidos neste trabalho, parece ser possivel
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concluir que o MEFC é um método que
permite obter solucdes com elevado rigor
em sistemas dinamicos com massa
distribuida de forma continua
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